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Introduction 

Dans Tetude des singularites d'applications differentiables, les rela- 
tions entre les orbites de Taction du groupe des diffeomorphismes et 
celles de son action infinitesimale sont decrites par les theoremes de 
deformations verselles, de stabilite par deformation et de determination 
finie [31 EH ESI S3 EZ] . Le but de cette article est d'etendre ces resultats 
lorsque des petits denominateurs interveniennent dans les equations co- 
homologiques. 

Historiquement, de telles recherches sont, en fait, bien anterieures a 
celles effectuees en theorie des singularites. Elles ont vu le jour avec 
la premiere these de Poincare, pour aboutir dans les annees 50 au 
theoreme des tores invariants de Kolmogorov. Ce dernier, en modi- 
fiant l'algorithme de Newton a ouvert la voie a ce qu'Arnold appelait 
la lutte contre les petits denominateurs [U El E0] ■ 

De son cote, Moser a prefere developper une approche basee sur 
les theoremes de fonctions implicites [2H] (voir egalement [THJ ED])- H 
en a deduit une heuristique sur les actions de groupes en dimension 
infinie |27]. Le probleme pose par cette approche n'avait pas echappe a 
son auteur : elle ne donnait pas la relation souhaitee entres Taction du 
groupe et Taction infinitesimale, mais seulement avec Taction linearisee 
en chaque point du groupe. Certes dans un groupe G, la differentielle 
de la multiplication par g G G envoie Talgebre de Lie du groupe sur le 
plan tangent au groupe en g mais, en dimension infinie, cette operation 
est la source de nombreuses difficultes. 

Pour tenter remedier a ce probleme, Moser suggera que Ton pouvait 
se contenter d'un inverse approche pour Taction. Dans these, Sergeraert 
construisit un cadre formel pour Theuristique de Moser. II reussit, dans 
certains controller le probleme pose par la multiplication dans 

le groupe [3H Theoreme 4.2.5 et Corrollaire 4.2.6]. Mais, de nombreux 
problemes demeuraient inaccessible par Tapproche de Sergeraert. 

C'est ce que vit Zehnder qui formalisa la notion d'inverse approche. 
Mais a Tinstar de ses precedecesseurs, il se voyait force d'admettre qu'il 
n'etait parvenu a demontrer aucun resultat essentiellement nouveau, 
tout au plus avait-il ameliore les conditions de differentiabilite : «We 
illustrate our method by small divisor theorems, which are well-known, 
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but our proof is in principle simpler and more systematica [IUJ Intro- 
duction] . Dans le contexte general des actions de groupes, Zehnder fut 
contraint de reproduire une heuristique semblable a celle de Moser [101 
Chapter 5]. 

Dans les annees 80, Herman parvint a une nouvelle demonstration 
du theoreme KAM, grace aux theoremes de fonctions implicites obte- 
nus par Hamilton, Sergeraert et Zehnder [5]. Cette demonstration le 
conduisit aux premiers exemples de theoremes de type KAM pour des 
varietes involutives de dimension arbitraire [39J. Herman obtenait ainsi 
des obstructions a l'hypothese ergodique. 

C'est probablement, les relations entre les tores invariants et l'hy- 
pothese ergodique qui amenerent Herman a formuler la conjecture sui- 
vante [19] : 

Au voisinage d'un point fixe elliptique dont le linearise est diophan- 
tien, tout symplectomorphisme reel analytique posse.de un ensemble de 
mesure positive de tores invariants. 

Cet article a pour but de poser des fondations qui permettent, entre 
autres, de resoudre cette conjecture. 

Pour cela, je me propose d'initier une theorie generale des actions 
de groupes en dimension infinie dans le contexte de la geometrie ana- 
lytique. 

Cet article est organise de la fagon suivante : 
Au §1, on definit la categorie des espaces vectoriels echelonnes. Dans 
les theories differentiables, comme celles de Sergeraert et de Zehnder, 
l'espace fonctionnel est represents comme une limite inverse d'espaces 
de Banach, ce qui le munit d'une structure d'espace de Frechet. Dans 
la theorie analytique, on peut choisir entre limite inverse et limite di- 
recte. Nous ferons le choix de la limite directe bien que celle-ci soit, 
en general, non metrisable. En algebre, un module peut avoir de nom- 
breuses resolutions ou en topologie, une variete peut avoir de nom- 
breuses decompositions cellulaires. II en va de meme pour l'echelonnement 
d'un espace vectoriel, de nombreuses possibilites s' off rent naturellement 
et on considere tous ces choix, en tentant d'introduire des notions qui 
ont de bonnes proprietes fonctorielles. 

Au §2, je rappelle le resultat classique de Mather et Tougeron sur 
la determination finie des germes dans un cadre holomorphe, puis le 
theoreme de Siegel-Arnold sur la linearisation des germes de fonctions 
holomorphes. Je donne a ces deux theoremes une formulation ana- 
logue afin d'introduire le lecteur a la notion de determination finie d'un 
point de vue abstrait. On generalise ensuite la filtration de l'anneau des 
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germes de fonctions par les puissances de l'ideal maximal. Je termine 
le § par un rappel sur les differents types d'algorithmes iteratifs. 

Au §3, on demontre la convergence du precede iteratif de Kolmogorov 
mis en place au § precedent. Je donne un critere simple de convergence 
d'un produit infini de morphismes (Theoreme H]). Bien qu'elementaire, 
ce resultat est la cle de voute de l'edifice : une fois que Ton dispose 
d'un critere simple de convergence, il n'y aucune difficulte a demontrer 
la convergence de precedes iteratifs. On demontre ainsi le theoreme de 
M-determination, generalisation des resultats de Mather- Tougeron et 
de Arnold-Siegel. 

Au §4, on generalise le theoreme de M-determination au cas ou les 
objets sont determines modulo une transversale. 

Au §5, j'introduis les deformations d'espaces vectoriels echelonnes. 
Ces considerations sont necessaires pour l'etude des systemes dyna- 
miques comme le montreront les exemples du §7. 

Au §6, je montre que les structures echelonnees existent naturel- 
lement en geometrie analytique. II est probable qu'elles pourraient 
eviter, dans certains cas, d'avoir recours aux voisinages privileges et, 
par exemple, de simplifier les arguments de la these Douady pour la 
construction de l'espace des modules des sous-varietes complexes [IT] . 

Au §7, je montre comment les conditions diophantiennes habituelles 
permettent d'appliquer les theoremes de M-determination et de trans- 
versalite. Je termine le §, par trois applications a la theorie KAM. 
D'un point de vue abstrait, cette theorie apparait comme une va- 
riante symplectique de l'etude de fonctions sur les varietes (voir e.g. 
[H HI]). Je donne un theoreme des tores invariants sans condition de 
non-degenerescence. Ce resultat est a rapprocher de celui que j'avais an- 
nonce en 2009, concernant l'inutilite des conditions de non-degenerescence 
pour garantir l'existence d'un ensemble de mesure positive de tores in- 
variants. II est egalement proche du travail (non-publie) de Eliasson- 
Fayad-Krikorian relie a la conjecture de Herman. 

Ensuite, je montre qu'en un point critique de Morse, le not ha- 
miltonien est conjugue a un hot lineaire sur une variete lagrangienne 
complexe singuliere pourvu que la frequence soit diophantienne. Dans 
le cas reel elliptique, l'origine est le seul point reel de cette variete 
et ce resultat est done vide. C'est ce qui explique, peut-etre, que les 
geometres l'aient ignore jusqu'a aujourd'hui. II ne s'agit pourtant pas 
une simple curiosite, puisqu'en quantifiant la conjugaison, on montre 
que la serie perturbative du spectre de l'etat fondamental est de classe 
Gevrey 2 dans la constante de Planck. 

Remerciements. Pendant plusieurs annees, les resultats de cet article 
sont demeures a l'etat de conjectures. Je remercie J. Fejoz. Sans son 
aide, ces conjectures n'auraient tres probablement jamais accede au 
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rang de theoremes. Je remercie egalement H. Eliasson qui m'a aide a 
faire mes premiers pas en theorie KAM, ainsi que R. Krikorian et B. 
Fayad pour leurs explications sur la conjecture de Herman. 

Table des matieres 

Introduction [l] 
§ 1. La categorie des espaces vectoriels echelonnes 
5 2. Determination finie LL3l 



3. Le theoreme de M-determination 18 



4. Theoreme de transversalite 25 



5. Deformations d'espaces vectoriels echelonnes 



6. Structures echelonnees en geometrie analytique [34 



7. Applications |42 



References 46 



§1 La categorie des espaces vectoriels echelonnes 

1.1. Definition. Dans tout ce qui va suivre, on peut sans difficulte 
considerer le cas d'espaces vectoriels sur C plutot que sur R. 

Une S-echelle de Banach est une famille decroissante d'espaces de 
Banach (E s ), s g]0, S[, telle que les inclusions 

E S+ ,CE S1 se]0,S[, <7G]0,S-s[ 

soient de norme au plus 1. 

Soit E un espace vectoriel topologique. Un S-echelonnement de E est 
une echelle (E s ) de sous-espaces de Banach de E telle que 

i) E = Use]o,s[ E ^' 

ii) la topologie limite directe de la topologie des espaces de Banach 
E s coincide avec celle de E. 

(Rappelons que si f s : X s — > X un famille d'application d'espaces 
topologiques (X s ) dans un ensemble X. On appelle topologie limite 
directe sur X, la topologie la plus fine sur X qui rend les applications 
f a continues : 

U C X est ouvert <^=^ /^(U) est ouvert dans X s , pour tout s.) 

L'intervalle ]0, S[ s'appelle I'intervalle d'echelonnement. Si F est un 
sous-espace vectoriel ferme d'un espace vectoriel echelonne E alors E/F 
est echelonne par les espaces de Banach E s / (E fl F) s . 
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La notion d'echelonnement vise a transferer les proprietes de E aux 
espaces de Banach E s , mais l'objet que Ton etudie reste E et non pas 
l'echelle de Banach. Lorsque le parametre S ne joue pas de role par- 
ticulier, nous parlerons simplement d'echelle de Banach ou d'espace 
vectoriel echelonne. 

L 'utilisation d'echelles de Banach en analyse remonte aux fonde- 
ments de l'analyse fonctionnelle. On la trouve par exemple dans la 
demonstration du theoreme de Cauchy-Kovalevskaia donnee en 1942 
par Nagumo [29] (voir egalement [3 1 j ) . Elle est egalement a la base 
de la demonstration proposee par Kolmogorov du theoreme des tores 
invariants |20j . 

Cependant ces auteurs ne considerent qu'une echelle fixe, l'idee de 
considerer toutes les echelles possibles d'un sous-espace vectoriel to- 
pologique est deja presente dans la these de Grothendieck [T7]. En re- 
vanche, Grothendieck n'utilise pas le choix d'un parametrage de l'echelle 
comme une donnee supplementaire. 

1.2. L'espace des polynomes. Voici un exemple simple d'espace vec- 
toriel echelonne. Nous n'utiliserons pas cet exemple dans les applica- 
tions concretes, mais il est utile pour comprendre les notions generates, 
au meme titre que R 2 est un espace de Hilbert qui a son importance. 

Considerons l'espace vectoriel R[X] des polynomes en une indeterminee 
sur R. Munissons cet espace de la topologie pour laquelle les ouverts 
sont les ensembles dont l'intersection avec tout sous-espace vectoriel de 
dimension finie est ouvert 

U ouvert de R[X] U n F ouvert de F, dimF < +oo. 

L'espace R[X] est l'union des espaces R&[X] des polynomes de degre au 
plus k. Identifions l'espace R&[X] a M, k+1 par l'application 



La norme euclidienne de R k+1 induit sur Rfc[X] une structure d'espace 
vectoriel norme. Pour faire de R[X] un espace vectoriel echelonne, il faut 
fixer la relation entre le parametre s de l'echelonnement et le degre des 
polynomes. 

Faisons par exemple le choix suivant : prenons pour E s , l'espace des 
polynomes dont le degre est au plus la partie entiere de 1/s. On obtient 
ainsi une structure d'espace vectoriel echelonne sur R[X]. 

Plus generalement, en partant d'un espace vectoriel gradue 



on definit alors une structure echelonnee sur V en posant E s = ©„<i/ s V., 




V = © n >oV n , dim V n < +oo 
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1.3. Morphismes d'un espace vectoriel echelonne. Soit E, F deux 
espaces vectoriels respect ivement S-echelonne et S' echelonne. 

Nous dirons d'une application lineaire que c'est un morphisme entre 
des espaces vectoriels echelonnes E, F, si pour tout s' g]0, S[, il existe 
s g]0, S[ tel que l'espace de Banach E s / est envoye continument dans F s . 
Nous avons ainsi definit la categorie des espaces vectoriels echelonnes. 

Nous designerons par £(E, F) l'espace vectoriel des morphismes de 
E dans F et lorsque E = F, nous utiliserons la notation £(E) au lieu de 
£(E, E). II n'y pas de raison, a priori, pour que £(E,F) coincide avec 
l'espace des applications lineaires continues de E dans F, mais dans les 
exemples concrets que nous allons traiter ce sera toujours le cas. 

Si || • || designe la norme d'operateur sur l'espace de Banach £(E S /, F s ), 
nous noterons ||m|| la norme de l'operateur defini par restriction de u a 



Venons-en a la notion de convergence d'une suite de morphismes. 
La norme d'operateur induit sur les espaces vectoriels £(E S ',F S ), une 
structure d'espace de Banach. 

Definition. Une suite de morphismes (u n ) de £(E, F) converge vers 
un morphisme u G £(E, F) si pour tout s' G]0, S[, il existe s G]0, S[ tel 
que la restriction de (u n ) definisse une suite de L(E S >,F S ) qui converge 
vers la restriction de u. 

Un sous-ensemble X de £(E, F) sera dit ferme si toute suite conver- 
gente de points de X a sa limite dans X. (L'utilisation du mot «ferme» est 
legerement abusive, car il ne s'agit pas a priori du complementaire d'un 
ouvert.) 

1.4. r-morphismes, morphismes bornes. Conservons les notations 
du chapitre precedent. 

Definition. Un morphisme u G £(E, F) est appele un r -morphisme si 
pour tout s' G]0, t] et pour tout s G]0, s'[, on a Vinclusion u(E s i) C F s 
et u induit par restriction une application lineaire continue 




F entre espaces vectoriels S- 



echelonnes est un espace vectoriel S-echelonne par : 
(Keiu) s = E s n Kerw, s < S. 




On a alors des diagrammes commutatifs 



F 



s 
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. La multiplication par X 



pour tout s' g]0,t] et pour tout s e]0, s'[, la fleche verticale etant 
donnee par l'inclusion F s C F. 

Exemple 1 . Reprenons l'exemple du 11.11 Les morphismes sont les ap- 
plications lineaires qui envoient les sous-espaces de dimension finie sur 
des sous-espaces de dimension finie. Toute application lineaire est done 
un morphisme. On verifie facilement que cette propriete caracterise les 
applications lineaires continues de IR[X] done, a l'instar de la dimen- 
sion finie, toute application lineaire de l'espace des polynomes dans 
lui-meme est continue. Les r- morphismes sont les morphismes qui en- 

voie Mfc[X] dans lui-meme pour tout k > — 

\_T 

est un exemple de morphisme qui n'est pas un r-morphisme. 

Definition. Un r-morphisme u : E — > F d'espaces vectoriels S- 
echelonnes est dit k-borne, k > s'il existe un reel C > tel que : 

\ u ( x )\s < Ccr~ fc |x| s+cr , pour tous s e]0,r[, a e]0,t — s], i 6 E S+(J . 

Un morphisme est dit k-borne (resp. borne) s'il existe r (resp. r et 
k) pour lequel (resp. lesquels) e'est un r-morphisme /c-borne. Lorsque 
E = E s et F = F s sont des espaces de Banach, on retrouve la definition 
habituelle de morphismes bornes. (Nous n'utiliserons pas la notion plus 
generale d'application lineaire bornee d'un espace localement convexe, 
notre terminologie ne devrait done pas porter a confusion.) 

Exemple 2. L 'application qui a un polynome associe sa derivee est un 
morphisme qui n'est pas borne. Tout morphisme borne de M[X] est 
automatiquement 0-borne. II y a done tres peu de morphismes bornes 
dans R[X}. 

L'espace vectoriel des r-morphismes (resp. des morphismes) /c-bornes 
entre E et F sera note S*(E, F) (resp. S fc (E, F)). On note N*(it) la plus 
petite constante C verifiant l'inegalite de la definition 11.41 

La propriete pour un endomorphisme surjectif d'etre borne passe au 
quotient : tout endomorphisme fc-borne surjectif u : E — > E definit 
un endomorphisme /c-borne sur l'espace quotient E/F, pour tout sous- 
espace vectoriel ferme FcE. 

1.5. L'echelle de Banach (S*(E,F)). 

Proposition 1 (Fejoz). Si E, F sont des espaces vectoriels S-echelonnes 
alors les espaces vectoriels normes (23* (E, F), N*), r e]0, S[, forment 
une S-echelle de Banach. 

Demonstration. La seule difficulte consiste a montrer que l'espace vec- 
toriel 23* (E, F) est complet pour la norme N*, pour tout r e]0, S[. 

Je dis que toute suite de Cauchy (u n ) C 23* (E, F) converge vers un 
morphisme u G -C(E, F) au sens de 11.31 Soit done s' e]0, r[ et s g]0, s'[. 
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Comme les (u n ) sont des r-morphismes, ils induisent, par restriction, 
des applications lineaires continues 

v n '■ E s / — > F s . 

Par definition de la norme N*, la suite (v n ) est de Cauchy dans l'espace 
de Banach £(E S /,F S ) done convergente. Ceci demontre 1' affirmation. 

Montrons a present que si une suite de Cauchy (u n ) C 23* (E, F) 
converge vers un morphisme u G £(E, F) alors u est dans 23* (E, F). 
L'inegalite 

\N k T (u n )-N k T (u m )\<N k T (u n -u m ) 

montre que la suite (N*(u„)) est de Cauchy dans K. done majoree par 
un constante C > 0. On a alors les inegalites : 

| s < \u(x) — u n (x)\ s + Ca~ k \x\ s+<7 , pour tout n, 

pour tout x G E s , pour tout s G]0,r] et pour tout a g]0, t — s\. Par 
consequent, le r- morphisme limite u est /c-borne de norme au plus egale 
a C. □ 

La suite (23* (E, F), N*), r g]0,S[ munit l'espace vectoriel 23*(E,F) 
d'une structure d'espace vectoriel echelonne. 

1.6. Produits de morphismes bornes. Conservons les notations du 
n° precedent. Si u, v sont des morphismes, respect ivement k et k' borne, 
alors leur composition uv est (k + /c')-borne et on a l'inegalite 

N k+k '{uv) < 2 k+k 'N k {u)N k '{v). 

En effet : 



\(uv)(x)\ s < N k (u)^r\v(x)\ s+a/2 < N*HN*»^|x 



cr' t a 
pour tout x G E s+a . Plus generalement, on a la 

Proposition 2. Le produit de n morphismes ki bornes Ui, % — 1, . . . , n, 

est un morphisme k-borne avec k : = YH=i ^ e ^ P^ us P^ecisement 



N*( Wl -..« n ) <n*H N r («<), • 



=i 



p/ns, si = • • • = u n — u est d'ordre 1 alors 

~N n (u n ) 

< 3 n Ni( M ) n . 

La premiere partie de la proposition s'obtient de fagon analogue au 
cas n = 2, en decoupant l'intervalle [s, s + a] en n parties egales. En 
prenant tous les egaux et d'ordre 1, on obtient alors 

W T (u n ) < n n Nl{u) n . 
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II nous suffit done de demontrer l'inegalite 

3 n n! > n n 

Pour cela, on utilise l'expression integrale suivante de la fonction V : 



n\ = r(n + 1) = n n+1 [ 

Jo 



+00 

e n(logt-t) dt 



En utilisant l'estimation 

logt - t > -|(t - l) 2 - 1 

il vient : 

r+00 

T{n + 1) > n n+1 e- n / e'^-^dt > n n+l e~ n > n n 3~ n . 
Jo 

(Cette estimation, comme toutes celles qui suivront, seront toujours 
loin d'etre optimales.) Ceci demontre la proposition. 

Corollaire. Soitu un r-morphisme 1-borne. Si l'inegalite 3Nl(u) < s 
est satisfaite pour tout s < r alors la serie 

converge vers un morphisme de E, et plus precisement 
\e u x\x < T {3Nl{u)y \x\ = 1 M 

j>0 K ' 1 (l-A)s 

pour tous A e]0, 1 - ^^[, s e]0,r] etx eE s . 
Demonstration. On a 

\e u x\ Xs < ^2-j\u 3 x\\ s . 

j>0 3 ' 

D'apres la proposition precedente, le morphisme m j est j-borne et on a 
l'inegalite : 

1_ . (^l(u)) j 1 

ce qui demontre le corollaire. □ 

Un morphisme est dit exponentiable si son exponentielle definit une 
serie convergente au sens de 11.31 Introduisons la condition (E) pour un 
T-morphisme u : 



(E) Pour tout s < t, le r-morphisme u verifie l'ineg alite 3Nj(u) < s. 
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La corollaire precedent montre que si u satisfait la condition (E) alors 
il est exponentiable. Finalement, remarquons que deux morphismes 1- 
bornes u, v G S 1 (E) exponentiables qui commutent verifient l'egalite 



e u+v = e u e v_ 



En effet, si u et v commutent alors les suites 



An '■- Sir' Bn ~ 5Z~r 

verifient 

3=0 J ' 

et si des suites de morphismes (A n ), (B n ) convergent respectivement 
vers A, B alors (A n B n ) converge vers AB. Le cas particulier v = —u 
montre que l'exponentielle d'un morphisme 1-borne est inversible. 

1.7. Echelonnement de Oc,o- Considerons l'espace vectoriel Oc,o des 
germes en l'origine de fonctions holomorphes d'une variable. Nous designerons 
egalement cet espace par <C{z} lorsque nous voudrons preciser le choix 
d'une coordonnee. Pour chaque compact K contenant l'origine, on note 
B(K) l'espace des fonctions continues sur K et holomorphes dans l'interieur 
de K. Cest un espace de Banach pour la norme 

B(K) — > M, /^sup|/(z)|. 

(La completude est une consequence immediate de la formule de Cau- 
chy.) 

Ordonnons l'ensemble V des voisinages compacts de l'origine par 
l'inclusion. La limite directe des B(K),K e V s'identifie alors avec 
l'espace vectoriel Oc,o : 

Oc,o = li^B(K), Kg V. 

L'espace vectoriel Oc,o se voit ainsi muni d'une structure d'espace vec- 
toriel topologique. 

Soit (K S ),K S G V, s g]0,S[, un systeme fondamental de voisinages 
compacts de l'origine. La suite (B(K S )) definit un echelonnement de 
l'espace vectoriel Oc,o- C'est l'exemple le plus classique d'echelonnement 
deOc,o PHH51 122].' 

Un resultat du a Grothendieck montre que tout borne de Oc,o est 
contenu dans l'un des B(K S ) (voir [IB] . Chapitre 3). De ce resultat, 
on deduit aisement que l'espace vectoriel des morphismes de Oc,o dans 
lui-meme coincide avec celui des applications lineaires continues. De 
meme, la notion de convergence sur £(Oc,o) etablie au 11.31 coincide 
avec celle de la topologie forte, les ensembles fermes au sens de 11.31 sont 
les ensembles fermes pour cette topologie. 
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Les suites (B(K S 2)), (B(K 3s )) donnent d'autres exemples d'echelonnement 
de 0c,o; avec les memes espaces de Banach, mais indexes de fagon 
differente. 

Prenons a present pour compact K s , le disque ferme D s de rayon s 
centre en l'origine et posons 

E, = B(D S ), |/|, = sup \f(z)\. 

zeD s 

L 'application lineaire continue 

0c,o — > 0c,o, [z ^ /(*)] ^ [z ^ f(2z)\ 

donne un exemple simple d'un morphisme qui n'est pas un r-morphisme. 

Je dis que pour l'echelonnement (E s ), tout operateur differentiel 
d'ordre k sur 0c,o definit un morphisme fc-borne. D'apres la propo- 
sition 121 il suffit de montrer que l'application lineaire : 

d z : c ,o — ► Oct), /•"►/' 

est 1-borne. Soit done / e E S+(T , z G D s et notons 7 C D s+cr le cercle 
centre en z de rayon a oriente positivement, apres une integration par 
parties, la formule de Cauchy donne : 

f( z ) = 7U- / 77 777 rf C> 



2m j 1 (z - cy 

d'ou l'estimation 

\f'{z)\ < v^lfls+a, pour tout z E D s . 
Ce qui demontre Taffirmation. 

Remarquons au passage que la derivee fc-ieme est donnee par la for- 



mule 



2m J 7 (z - () k+1 
On obtient ainsi les inegalites de Cauchy 

\f( k \z)\<k\a- k \f\ s+a , 

qui montrent que l'estimation de la proposition [2] n'est pas optimale. 

II existe, bien entendu, des operateurs fc-bornes qui ne sont pas 
different iels, par exemple celui qui envoie z k sur kz k ~ l pour k > 
et 1 sur lui meme. 

Nous voyons sur cet exemple qu'echelonner l'espace vectoriel topo- 
logique 0c,o consiste a mettre en relation la taille des voisinages dans 
C (ici le rayon des disques) avec l'indexation de la suite d'espaces de 
Banach (E s ). Cette mise en relation de grandeurs de nature differente 
constitue le principe de l'echelonnement. Les echelonnements ont une 
tendance naturelle a se propager : un fois mis en rapport l'indice du 
disque D s avec son rayon, les espaces de Banach se trouvent egalement 
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indexes en fonction de ce rayon. Puis l'espace des applications bornees 
se trouve lui-meme echelonne. 

Venons en a l'exponentielle. 

L'exponentielle de d z diverge. Cependant, si / est holomorphe dans 
un disque de rayon superieur a 1, la suite de fonctions (X)"=o ff/)neN 
a pour limite le germe [z\-¥ f(z + \)\ G 0<c,o- 

L'exponentielle de d z est le not au temps t — 1 du champ de vecteurs 
d z . C'est un operateur non borne, dont le domaine de definition est le 
sous-espace vectoriel des germes qui sont holomorphes dans un disque 
de rayon superieur a 1. 

L'exponentielle de \zd z converge et donne l'automorphisme d'algebre 

,^(\zd z ) n . \ 
zt->(y - ^—)z = e x z. 

n>0 

Plus generalement, toute derivation de la forme 

zh(z)d z , h e c ,o 

est exponentiable. En resume, l'algebre de Lie q des derivations de O Ci0 
est filtree 

fl D Mj D M 2 g D • • • 

avec 

Mj = {z k h(z)d z , h e c ,o} 

et tout element de Mg est exponentiable. 

Notons Mc,o, l'ideal maximal de l'anneau local 0c,o : 

M c ,o = {fe c ,o : /(0) = 0}. 
Lorsque v G Mg et / G M^ ,on a : 

e v f = f + vf (modM^ 1 ). 

Ce qui donne un sens precis au fait que Paction infinitesimale de e v est 
donnee par la derivation le long de v. En general, ce n'est plus vrai si 

Ton fait seulement l'hypothese v G Mj. Par exemple pour v = ~t^z et 
/ = z 2 , on trouve : 

e v f = z 2 -z 2 + ^- + --- + (-1)"4 + • • • = ^z 2 
alors que / + v(f) = 0. 
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§2 Determination finie 

2.1. Le theoreme de Mather- Tougeron. Considerons l'anneau lo- 
cal 0<c n ,o des germes de fonctions holomorphes en l'origine dans C n . 
Le groupe des automorphismes Aut (0<c n ,o) de cet anneau agit naturel- 
lement. Cet action induit une action infinitesimale de l'algebre de Lie 
des derivations Der 0c „ (0 C n ). 

Par ailleurs, l'anneau 0c™,o est filtre par les puissances de son ideal 
maximal 

Mp,o = {/ G C n, Q : /(0) = 0}. 

Le theoreme de Mather- Tougeron affirme que pour un germe / dont 
l'origine est un point critique isolee, pour k suffisamment eleve l'espace 
affine / + M^n est contenu dans l'orbite de /. 

Pour preciser la valeur du nombre k, rappelons la definition du 
nombre de Milnor d'un germe / G Oc™,o [26]. L' ideal jacobien du germe 
f, note J/, est l'ideal de Oc«,o engendre par les derivees partielles de 
/. II revient au meme de dire que l'origine est un point critique isole 
de / ou bien que l'espace vectoriel Oc™,o/J/ est de dimension finie. Le 
nombre 

Kf) '■= dim c Oc»,o/ J / 
est appele le nombre de Milnor de /. Par exemple, pour n — 1 et 

/:(C,0)^(C,0), x^x 2 , 

on Jf = M c ,o, done fi(f) = 1. 

Theoreme 1 ( [2^1 [36] ). Pour tout germe de fonction holomorphe f : 
(C n ,0) — > (C, 0) dont l'origine est un point critique isole, l'espace 
a ffi ne / + ^c^o +2 es t contenu dans l'orbite de f sous I' action du groupe 
des automorphismes de l'anneau Oc«,o- 

Exemple 3. L'orbite du germe 

/:(C,0)^(C,0), x^x 2 , 

contient done tout germe de la forme 

(C, 0) — ► (C, 0), x^x 2 + x 3 h(x), h e M 3 , 

car = 1. Plus generalement, tout germe dont la partie quadratique 
est non-degenere peut etre ramene a celle-ci par un changement de 
variable. C'est le lemme de Morse dans un contexte holomorphe. 

2.2. Le theoreme de Poincare. Le groupe des automorphismes de 
Oc",o agit sur lui meme par conjugaison. Cette action donne lieu a la 
representation adjointe du groupe des automorphismes dans l'algebre 
de Lie des derivations 



g := Der 0c „ (O c »o)- 
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Dans les termes classiques : <tout champ de vecteur peut-etre trans- 
porte par une application biholomorphe.» L'action infinitesimale as- 
sociee est donne par la representation adjointe de $j 

— > g, w4 [v,w]. 

(On trouve [v,w] et non [w,v] car les automorphismes se composent 
de gauche a droite contrairement aux applications qui se composent de 
droite a gauche.) 

Notons zi, . . . , z n les coordonnees sur C n . Le module des derivations 
de l'anneau 0c«,o est librement engendre par les d Zi . La filtration de 
0c«,o par les puissances de l'ideal maximal donne done lieu a une fil- 
tration de Q : 

D M] D M 2 S D ■ ■ ■ . 
Le theoreme suivant est du a Poincare. 

Theoreme 2 ([33J). Soit v G Der o c „ (0c»,o) une derivation dont la 
partie lineaire est diagonalisable. Si I'enveloppe convexe des valeurs 
propres ne contient pas I'origine et si celles-ci engendrent un espace 
vectoriel de dimension n sur Q alors V espace affine v + est contenu 
dans I'orbite de v sous Faction adjointe du groupe Aut (Oc n ,o)- 

2.3. Le theoreme de Siegel. Considerons a present le cas ou les 
valeurs propres sont de module egal a un. 

Notons (•, •) la forme bilineaire dans C n definie par 

Tl 

C n X C n > C, (Zi,..., Zn, Wi, . . . , W n ) i-> ZiWi 

i=l 

Pour i G Z n , on pose 

a(i) := |ii| + \i 2 \ H h |i n |- 

Nous dirons qu'un vecteur A = (Ai, . . . , A n ) G C n est (C, r)-diophantien, 
r G N, si 

V*GZ"\{0}, |(A,z)|>-^- 

et qu'il est diophantien s'il existe de tels nombres C, r. 

La multiplication par un nombre complexe non-nul envoie l'ensemble 
des vecteur diophantiens dans lui-meme, on peut done egalement parler 
de points diophantiens de l'espace projectif P™ -1 . 

Pour n = 2 et a algebrique non rationnel, le theoreme de Liouville 
entraine que le vecteur u = (l,a) est diophantien [221 [23]. Un vecteur 
(C, r)-diophantien est un vecteur qui reste «loin» du reseau des entiers. 

On verifie sans difficulte que pour C, r fixes, l'ensemble des nombres 
diophantiens est un ensemble de mesure non-nulle pourvu que r > n— 1. 
De plus, la reunion de tels ensembles pour les differentes valeurs de C, 
a r fixe, forme un ensemble de mesure pleine (voir par exemple [2]). 
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(Rappelons l'argument : pour C,i fixes, l'ensemble des nombres qui 
ne sont pas diophantiens dans [— N, N] 2n est un cylindre, la somme sur 
i des mesures de ces cylindres converge vers un nombre qui tend vers 
avec C, lorsque r > n — 1.) 

Theoreme 3 ([U|35]). Soit v G Der 0cn (0<c™,o) une derivation dont la 
partie lineaire est diagonalisable. Si les valeurs propres sont diophan- 
tiennes alors I'espace affine v + M 2 est contenu dans I'orbite de v sous 
I'action adjointe du groupe Aut (Oc",o)- 

2.4. Filtration d'un espace vectoriel echelonne. Soit E un espace 
vectoriel echelonne. Les sous-espaces vectoriels 

M£ = {x G E : 3C, r, \x\ s < Cs k , Vs < r} 

filtrent I'espace E : 

E := M° D D M| D • • • . 

(Dans le cas oil I'espace vectoriel E := 0c™, o est echelonne par les 
espaces de Banach : 



E. = B(D»), |/| s := sup 1/(^)1, D»:= 
zeDj 




n fois 

on retrouve la filtration de 0j>,o par les puissances de son ideal maxi- 
mal.) 

Soit a present g un sous-espace vectoriel de B 1 (E) et G un sous 
groupe de £(E) agissant sur E avec 

exp(g) C G. 

(L'action de G sur E n'est pas necessairement Paction naturelle induite 
par celle de «C(E) sur E.) 

Proposition 1. Supposons que le groupe G preserve un sous-espace 
affine a + M, M C E de telle sorte que 

i) 9 = K>- 

ii) M soit contenu dans la Q-orbite de a 

alors pour tout element x G a + M et pour tout N > ; il existe g G G 
tel que 

x = g-a + z, z G (Mg fl M). 

Autrement dit a une correction arbitrairement petite pres, tout element 
de a + M est contenu dans la G-orbite de a. 

La demonstration est immediate. Ecrivons igE sous la forme 

x = a + u (a). 
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La premiere hypothese entraine que u est exponentiable. En developpant 
rexponentielle, on trouve 



Zl :=x- e u °a = 



u n+2 (a) 



v n + 2)!' 

n>0 v ' 



Comme u G Mg, on a 



^ (n + 2)! G0 

n>0 v 1 

et par consequent Z\ G (M| DM). En ecrivant, Z\ sous la forme 

Zi = Mi (a) 

on a Mi G g 8 . On definit z 2 G (M E fl M) en posant 

z 2 ■= a - e M1 e uo a. 

On construit ainsi un suite de morphismes bornes uq, . . . , u n telle que 

Zn a - e Un ■ ■ ■ e Ul e u »a G M|™ +1_1 . 
Ce qui demontre la proposition. 

2.5. Comparaison des differents types d'algorithmes iteratifs. 

Une certaine confusion regne au sujet des differents type d'algorithme 
iteratifs, aussi il n'est peut-etre pas tout a fait inutile d'en rappeler les 
principes. 

L'algorithme que nous avons utilise dans la demonstration du n° 
precedent apparait dans la demonstration du theoreme des tores inva- 
riants suggeree par Kolmogrov, nous le nommerons done algorithme de 
Kolmogorov. II est parfois appele algorithme de Newton, algorithme de 
Newton modifie ou encore algorithme KAM. 

Pour cela, plagons nous dans le cas simple ou G est un groupe de 
Lie, E un espace vectoriel de dimension finie, ici comme par la suite Oe 
designe l'origine de l'espace vectoriel E. 

L'action de G sur E definit une action de T e G = g sur T 0e E E. 
On obtient une application 

p : g — > E, f H> f • E 

Supposons que cette application admette un inverse a droite j. Dans 
l'algorithme de Kolmogorov, on considere les suites 

x = x, u = j(x); 

x n e (x n _i),it n j^n)- 
Le premier terme de la suite (x n ) verifie 

Xi = e~ u °(x ) = Xq — Uq ■ Xq + (termes d'ordre superieur). 
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et x — Uq -xq = par definition de u . On recommence cette procedure, 
en posant U\ = j(x%), on a alors 

x 2 = e~ ui e~ u °(x ),u 2 =j(x 2 ) 

et ainsi de suite... 

Si (u n ) tend vers g et si la suite formee par les produits 

g n := e Un ...e Ul e U0 

converge vers une limite g alors la suite (x n ) = (g n x) converge vers Oe- 
En effet, en passant a la limite dans l'egalite u n = j(x n ), on trouve 
Og — j(.9 x )i e ^ P ar definition de j cela signifie que Oe = gx. Ce qui 
montre que Taction est transitive. 

Remarquons que Ton peut ecrire l'iteration avec seulement Tune des 
deux suites. Pour cela, on considere l'application 

M4j(e""w(fl E )). 

Les iteres de u = j(x) par (ft sont egaux aux termes de la suite (u n ), 
en effet : 

u n +i = j(x n +i) = j{e~ Un x n ) = j{e- Un u n {0 E )). 

Dans [12], avec Fejoz, nous avons mis en oeuvre cet algoritlime pour 
les espaces vectoriels echelonnes, mais sous des hypotheses peu com- 
modes et qui ne sont, en regie generate, pas satisfaites pour le pa- 
rametrage donne par l'exponentielle. 

L'idee de faire intervenir une infinite d'elements du groupe posait vi- 
siblement des problemes. Zehnder, tout comme Sergeraert, lui a prefere 
un algorithme du type Newton. Cet algorithme n'utilise la structure de 
groupe qu'a posteriori. On a deux espaces vectoriels E' et E, on suppose 
qu'une application / : E' — > E admet une differentielle surjective dans 
un voisinage de l'origine dans E'. On fixe x G E on cherche u G E' tel 
que f(u) = x. On pose 

p : E' — > E, u i-)- f(u) - x 

On note L(-u) : E — > E' un inverse a droite de la differentielle 
D(p(u) = Df(u) : E — > E' de ip au point u G E'. L'algorithme de 
Newton est donne par les suites 

xo = x, uo = — L(0)x; 

X n = tp(u n -l),U n = U n -! - L(tt n _i)(x n _i) 

Si les suites (u n ) et (x n ) convergent respectivement vers u et x' — <p(u) 
alors a = a — L(u)(x f ) done L(u)x' = Oe'- En composant a gauche par 
D(p(u), les deux membres de cet egalite, on obtient x' = 0. 

Lorsque Ton applique l'algorithme de Newton dans le cas d'une ac- 
tion de groupe 

P '■ G — > E,g g ■ Oe- 
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la different ielle de p au point g est conjuguee a celle au point e oil e 
designe l'element unite de G. II sufflt done de connaitre les inverses de 
<p en de tels points. 

Malheureusement, dans un cadre plus general, cette operation de 
conjugaison agit sur les estimations necessaires pour demontrer la conver- 
gence de l'iteration. Dans certains cas, on peut montrer que cette 
operation est sans danger [3H Corollaire 4.2.6]. Mais ce sont des cas 
tres except ionnels. 

Poursuivant une idee de Moser, Zehnder a affaibli la condition d'exis- 
tence d'un inverse, en la remplagant par celle d'un inverse approche. 
Zehnder a tente de demontrer que pour les action de groupes l'inverse 
en l'origine etait un inverse approche de l'inverse en un point arbitraire, 
mais il n'a abouti a aucun resultat rigoureux [401 Chapter 5]. 

On pourrait etre tente de remplacer l'algorithme de Newton par celui 
de Picard 



qui ne demande un inverse qu'en l'origine, mais dans ce cas la conver- 
gence est plus lente et done plus hypothetique en dimension infinie. 

En resume, l'algorithme de Kolmogorov est specifique aux actions de 
groupes. II presente, dans ce cas, les avantages de celui de Newton et 
de celui de Picard reunis : e'est un algorithme a convergence rapide qui 
se construit a l'aide de Paction linearisee en l'origine. 



Dans [10], Zehnder ecrit : «(•••) while all previous proofs of the 
theorems in question involve infinitely many coordinate changes and 
consequently complicated convergence arguments, we shall avoid this 
inconvenience and work in function spaces over a fixed set of variables. » 

Nous allons donner un critere tres simple de convergence qui evite les 
difficultes evoquees par Zehnder. Celui-ci nous conduira directement a 
des generalisation des theoremes de determination finie et de Poincare- 
Siegel. 

3.1. Produits infinis. Soit E un espace vectoriel echelonne. Comme 
nous allons le voir, le probleme de la convergence de l'algorithme de 
Kolmogorov est resolu par le resultat suivant. 

Theoreme 4. Soit (u n )une suite de r-morphismes 1-bornes verifiant 
la condition (E) du \l.b\ Si la serie numerique 



Xo = x, a = L(0)x; 
x n = f{an-i), a n = a n _ x - L(0)(x„_i), 



3 Le theoreme de M-determination 




n>0 



ESPACES VECTORIELS ECHELONNES 19 



est convergente pour tout s < t alors la suite (g n ) definie par 

g n -= e u " e u n-i... e ^ 

converge vers un element inversible de £(E). 

Pour demontrer ce result at, commengons par generaliser le corollaire 
duOl 

Lemme. Soit (u n )une suite de r-morphismes 1-bornes verifiant la 
condition (E). Pour tout s <r, la norme du morphisme 

g n --e^^n-l ... e u a 

verifie I'inegalite 

\9nX\x s SIM — TT, — : I -'1 



pourvu que A verifie 

3 



max 



i<n (1 — A)s 



Nl(Ui) < 1. 



Demonstration. Notons Aj C V les suites i = dont les 

elements sont dans l'ensemble {0, . . . , n} et telles que i p > i p+ \. On a 
alors la formule 



x; , 6 .— z 1 z 2 • • • z j 



nrb = EE 

i=0 1 j>0 ieA, 

et plus generalement 

n i _ az ~ yi yi 

On pose 

:= u h u i2 •■■u ij , i E Aj. 

Developpons g n en serie puis regroupons les termes suivant l'ordre en 
t, il vient : 

j n n n n ^2 

9« = BE u ®h. = 1 + E + (ZX + Z) Z + • • • • 

j>0 ieAj i=0 i=0 j=0%=j+X 

Posons 

z i>s := Ng(wj) et W s (u\i}) := N(( Vl - 2 • • - Uij ). 
De la proposition |2J on deduit I'inegalite : 

^(uM) < S^N^) = 3% z G Aj 

p=0 
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et par suite 



3 



On obtient bien 

\g n x\ Xs < I ^2^2 

\j>o ieAj 

Ce qui demontre le lemme. □ 



a J z l s | .r ,. <\ 



Achevons la demonstration de la proposition. Pour cela, fixons s G 
]0, r] et choisissons A e]0, 1[ tel que 

3 

SU P?1 7T" N sV™)) < L 

n>0 U — A)S 

II est possible de trouver de tels A car la suite 

N IK)) 

s 

tend vers et les u n verifient la condition (E). 

Montrons tout d'abord que la suite (g n ) definit, par restriction, une 
suite uniformement bornee d'operateurs dans £(£<,, £as)- Pour cela, no- 
tons || • || a la norme d'operateur dans £(£ s , £a s )- Le lemme precedent 
donne l'estimation 

n 1 

Wdnh < I]! 1 _ 3 ^I7~f 

i=0 (l-A)s iN s^ 

En prenant le logarithme du membre de droite, on voit que le produit 
converge quand n tend vers l'mfini, car la serie de terme general 

N IK)) 

s 

est convergente. Comme chacun des facteurs de ce produit est au moins 
egal a un, on obtient l'inegalite 

IklU < C A , C a := J] 1 _^_ m y 

Ce qui demontre l'assertion. 

Soit a present, \x e]0, 1[ verifiant l'inegalite 

3 

sup 71 — TTY7 N ^( Mn ^ < L 
„>o (1 — /iJAs 

Nous allons montrer que la suite (g n ) definit, par restriction, une suite 
de Cauchy dans £(£ s , £ m a s ), le theoreme en decoulera. 
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Je dis que la serie de terme general \\g n — g n -i\\x^ est convergente. 
Pour le voir, ecrivons 

9n-9n-i = {e tUn -Id)c/ n _! 
oil Id G £(E) designe l'application identite. 

En developpant l'exponentielle en serie, on obtient 1'inegalite : 



(e--U)y\^<(j:f 

\j>0 ^ 



(3N A >„)) j+1 \ _ 3 NLM .,| 



/i)AsV +1 / mAS i ,, 3N L(»n) As 
pour tout y G E As . En prenant y = g n x, ceci nous donne l'estimation 

" As 

La quantite 

k 3C A 
K a,m := sup 3N i . , 

n>0 1 _ n - ^ s 

As 

3N 1 (-u„) 

est finie car la suite — ^ — — tend vers lorsque n tend vers l'infini. 

As 

Nous avons done montre l'estimation 

\\n a II <K N ^K) 

II ne nous reste plus qu'a utiliser l'inegalite triangulaire pour voir que 
(g n ) definit une suite de Cauchy de l'espace de Banach £(£ s , £^as) : 

1=1 \i=l 

Nous avons done montre que la suite (g n ) converge vers un element 
g G £(E). On demontre de meme que la suite (h n ) definie par 

h n = e- uo e~ Ul ■■■e~ Un 

converge vers un element h G £(E). Pour tout n G N, on a 

done gh = hg = Id . Ce qui montre que /i est l'inverse de g. Le theoreme 
est demontre. 

3.2. Enonce du theoreme de M-determination. Soit E un espace 
vectoriel S-echelonne et M un sous-espace vectoriel de E. 

Definition. L 'action d'un sous-espace vectoriel $j C 3 1 (E) est dite 
echelonnee en a EE s'il existe un constante C > telle que 

pour tous u G 0, n > 1, a g]0, S — s[. 
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Exemple 4. Soit E = (E s ) un espace vectoriel S-echelonne et a G Eg/. 
Considerons le nouvel echelonnement (E' s ) de E obtenu en remplagant 
l'intervalle d'echelonnement [0, S] par [0, S'] : 

E' s := E s , 8 < S'. 

L'action naturelle de S 1 (E) est echelonnee, il suffrt de prendre 

C := |a|s'. 

Par consequent, quitte a modifier 1'intervalle d'echelonnement, on peut 
toujours supposer que Taction naturelle des morphismes bornes est 
echelonnee en un point donne. 

Theoreme 5. Soit E un espace vectoriel echelonne, a G E, M un sous- 
espace vectoriel ferme de E, g un sous-espace vectoriel de !B 1 (E) ; G un 
sous-groupe ferme de £(E) contenant exp($j) et agissant sur a + M. Si 

i) l'action de g est echelonnee en a; 

ii) V application p : g — > M, u i— >■ u ■ a possede un inverse borne ; 

iii) g = M 2 S 

alors I'orbite de a sous l'action de G est egale a a + M. 

3.3. Principe de la demonstration du theoreme [51 Notons 

3 ■ E i-> g 

l'inverse de l'application p. Soit b G M, on cherche g G G tel que 
g ■ a = a + b. Pour cela, on considere les suites (6 n ) et {u n ) defmies par : 

1) b n+1 := e- Un (a + b n ) -a; 

2) u n+1 := j(b n+1 ). 

avec b = b, u = jib). 

Dans cette iteration, la suite {u n ) peut egalement etre definie par la 
formule 

u n+1 = j((e~" Un (a + u n a) - a)) 

Supposons que la suite formee par les produits 

g n := e Un . ..e ui e u ° 

converge vers une limite g' et que {u n ) tende vers g . Dans ce cas, la 
suite (x n ) = (g n x) converge vers x' = a + b'. Par definition de j, on a 

u n (a) = b n 

et en passant a la limite sur n, dans les deux membres de l'egalite, on 
trouve 

E = b'. 

Ce qui montre que g' ■ (a + b) = a done l'element g que nous cherchions 
est l'inverse de g. CQFD. 
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Le theoreme sera done demontre pourvu que (g n ) so it convergente 
et que {u n ) tende vers g . D'apres le theoreme HJ il suffit pour cela de 
montrer que la serie 

^ s 

n>0 

est convergente pour tout s suffisamment petit, et comme nous allons 
le voir e'est un fait presque immediat. 

3.4. Demonstration du theoreme O. Comme Paction de g est echelonnee 
en a G E, il existe une constante C > telle que 

pour tout u G g T et tout cr g]0, t — s[. 

Lemme. Pour tout r-morphisme 1-borne u verifiant la condition 

3N^(n) < 1 

T - s ~ 2 ' 

on a I'inegalite : 

|(e-"(Id + u) - Id) • a\ 8 < -. 



(r-s) 



pour tout s G]0, t[. 
Demonstration. On a l'egalite : 



e-«(Id +M )-Id=^^±il(-irV^. 

n>0 ^ '' 

Comme Taction de g est echelonnee, on en deduit l'estimation 

i y (-i)- +i ^4^ +2 • a \. < c y ( r +1 l 3 " + 2 V 



(n + 2)! Is - V (r-s) 

n>0 v 7 n>0 v ' 

Comme 

SN^x) <x 

T — S ~ 

le membre de droite est egal a 

n2V ., ^ n Cx 2 3N*(u) 

Cx > (n + l)x = — , avec x = — I ^ 

^ (1-x) 2 r-s 

n>0 v 7 



En utilisant I'inegalite 



' <4, VxG[0,^] 



(1-x) 2 - ' 2 
on trouve bien la majoration du lemme. □ 
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Soit k tel que j soit /c-borne. Quitte a reduire l'intervalle d'echelonnement, 
on peut supposer que j est un S-morphisme /c-borne avec S < 1. 
Comme Uq est d'ordre 2, le lemme precedent montre, en particulier, 
que Uk est d'ordre 2 k+1 . Par consequent, tout s sumsament petit, verifie 
l'inegalite : 

W K(„ t+l) < 2~^ m (t) M , m := ndn(l l5j ^). 
Nous allons montrer que si s est de la sorte et si a e E 2s alors la serie 

n>0 

est convergente. 

Pour cela, considerons la suite (<7 n ) definie par cr n = pour n < k et 

s s 

Definissons la suite (s n ) par 

s n+i — s n — 2a n , s = 2s. 

On a 

3 5 

SO = Si • • • = Sfc+l = 2S, S fc+2 = -S, Sfc+3 = -s, • • • 

Montrons par recurrence sur n que, pour n > k + 1, on a : 

(**) Nl n (u n ) < ma h n Xi = 2- {n - k+2 ^ k+ Vms k+2 . 

Cette inegalite est verifie pour n — k + 1 d'apres (*), il nous reste done 
a montrer que l'inegalite au rang n > k + 1 implique l'inegalite au rang 
(n + 1). 

Appliquons le lemme avec 

b n +i ■= (e~ Un (Id + u n ) - Id) -a 

et r — s = a n . On obtient l'inegalite : 

17 I ^ ^^^AT1 / \2 

|&n+lL-<r n < — \(ttn) • 

En utilisant l'hypothese de recurrence et la definition de m, on obtient 
l'estimation 

mcr 2k+A ma 2k+2 

it | < m(J n+l _ m<J n+l 



Comme j est /c-borne, et u n+ i = j(b n+ i), on en deduit l'inegalite 

ma 2k+2 

Le theoreme est demontre. 
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§4 Theoreme de transversalite 

4.1. Trans ver sales. Soit E un espace vectoriel, M un sous-espace vec- 
toriel de E et a G E. Soit G un groupe agissant sur a + M. Nous dirons 
qu'un sous espace affine a + F C a + M est une transversale a l'orbite 
de a sous Taction de G dans a + M si l'application 

G x F — > a + M, (g, a) (-> g(a + a) 

est surjective. Dans le cas particulier ou F est invariant par Taction de 
G, il revient au meme de dire que a+M est un espace (G x F)-homogene. 

L'espace F est une transversale a Torbite de a sous Taction de $j si 
l'application 



q x F — > F x E/F, (a,u) >->■ (a,u(a)) 

est surjective. Dans ce cas, pour tout a G F, tout element iGE s'ecrit 
sous la forme 

x = u(a) + (3, a, (3 G F. 
Ici et par la suite, l'application 

E — > E/F, x ^ x 

designe la projection canonique. 

4.2. Enonce du theoreme de transversalite. Nous designons par 
E un espace vectoriel S-echelonne et F, M des sous-espaces vectoriels 
fermes de E avec FcM. 

Definition. L 'action d'un sous-espace vectoriel q C !B 1 (E) est elite 
F-echelonnee en a EE s'il existe un constante C > telle que : 

A) K-a| s <^ + >"); 

B) \u n -a\ s < ^^K + Au n ) 

pour tous u G g, n > 1, s G]0, S[, cr g]0, S — s[, a G F s . 

Les actions echelonnes du § precedent correspondent au cas F = {0}. 

Nous aurons egalement besoin de la notion d'application bornee pour 
les applications qui ne sont pas necessairement lineaires. 

Definition. Une application f : E — > F entre deux espaces vectoriels 
S-echelonnes est dite k-bornee si 

a) I'image de E s par f est contenue dans F s r pour tout s' < s ; 

b) il existe une constante N telle que 

N 

\f(x)\s<— 
0~ 

pour tous s G]0, S[, a G]0, S — s[. 
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Comme pour les applications lineaires nous dirons d'une application 
qu'elle est bornee s'il existe k pour lequel elle est fc-borne. 

Exemple 5. Si P G R[X] est un polynome et u : E — > F un morphisme 
borne entre espace vectoriels echelonnes alors P(u) est une application 
afnne bornee. 

Theoreme 6. Soit M un sous-espace vectoriel ferme de E, g un sous- 
espace vectoriel de S 1 (E), G un sous-groupe ferme de £(E) contenant 
exp(jj) et agissant sur a + M avec q = Mg et F = Mp. Supposons 
que Faction de g soit F-echelonnee en a et qu'il existe pour un certain 
k > une application bornee 

j:F^S fc (M/F, ) 

telle que j(a) soit un inverse de 

q — > M/F, u i-)- u ■ (a + a) 

alors F est une transversale a I'orbite de a sous V action de G dans 
a + M. 

4.3. Principe de la demonstration du theoreme [61 Pour tout 
b G E, il s'agit de trouver g G G et a G F tels que 

g ■ (a + b) = a + a. 

Pour cela considerons les suites (a n ), (6 n ), (a n ) et {u n ) definies par 

i) a n+l — a n + ct n ; 

ii) b n+1 = e~ u " ■ (a n + b n ) - a n+1 ; 

iii) u n+ i = j(a n ) ■ b n+ i ; 

iv) a n = b n - u n ■ a n ; 

avec a = a, b = b, u = j(a)b. Pour simplifier, les notations nous 
poserons a_i = 0. 

Si les Ui sont exponentiables, si la suite formee par les produits 



converge vers une limite g', si les suites (u n ) {b n ) tendent vers et si 
(a n ) est sommable alors en passant a la limite dans l'egalite 

a n +i + b n+ i = g n - (a + b) 

on trouve 

g' ■ (a + b) = a + a n G a + F 

n>0 
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4.4. Demonstration du Theoreme [5], Quitte a remplacer Pinter- 
valle d'echelonnement ]0, S[ par un intervalle plus petit, on peut sup- 
poser que S < 1. 

Comme Paction de g est F-echelonnee en a G E, il existe une constante 
C > telle que : 

C 

2c? 



2) K-a|.<^^N^(u»), 

pour tous M6g, n>l, s g]0, S[, a g]0, S - s[ et « 6 F S+(T . 

Si |a| s+cr < 1 alors ces deux conditions donnent lieu a Pinegalite : 

\u n -(a + a)\ s <^: +a (u n ). 

Pour n > 0, le vecteur b n G M s'ecrit sous la forme 

^ra = A n + B n 

avec 

A n := (e-^-^Id +w n _i) -Id)a n _ 1; B n := (e""- 1 - Id )«„„!. 

Comme F = M| et = Mjj, pour % > 0, on a : 

Ui G Mjf +1 et oti, Aj, G M| +1 . 

Fixons Z tel que j soit Z-borne et so it N(j) tel que 
2^(j(a))<N(i)(l + |a| s+CT ) 

pour tous s G]0, S[, a g]0, S — s[ et a G F S+CT . 

Je dis que si s est suffisamment petit pour que les inegalites suivantes 
aient lieu : 

m 2 / Q 2(fc+0+3 

b) I Bfc_ | _i_ | _2 1 3s < 



N(j) V 9 

m 2 / s 2(fe+Z)+3 



NO') V 9 

m, 

c) |afc+«|3s < 



ms k+l+1 



27 1 

d) Kl^< 3(fc+ 1 / + 1) Pour i<k + l, 
avec 

1 1 

m := minil 



36CN0')' 2 3 .3 5 C 2N(j) 
alors Palgorithme decrit au n° precedent est convergent. 
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Considerons la suite (a n ) definie par a n = pour n < k + I, et 

g 

° n = 3 n-k-l P° Ur H ~ k + 1 + 1 : 

S S 
cr = 0\ = ■ ■ ■ = a k+ i = 0, (Jk+i+i = g? c>k+l+i = g, • • • 

Defmissons la suite (s n ) par 

- 5s 

de telle sorte que s = (s n ) decroit de s n = — vers s : 

5s 3s 7s 

Z Z o 

Montrons par recurrence sur n que pour tout n > k + / + 2, on a 

i .2(fe+i)+3 

i) | A n I Sn _ 1 < 



n-k-l an 



2N(j) 



ii) |B n L _ 1 - 2( t„_ 1 < rri 



n-k-l (Jn 



2(fc+Z)+3 



2N(j) ' 



iii) KL-«x„ < maJJ +1 , 

Supposons i), ii) et iii) verifies jusqu'au rang n. On a G E Sn+2o - n _i 
car s n _x — (7„_i = s n + 2cr n _i. Comme j est /-borne, on en deduit que : 

Nf?) Nf?) 

N^+a^Cj'K-l)) < + lOn-ll^) < "T^ 

ZO Yi-l °n-l 

Comme m„ = j(o; n _i)(A n + B„), on a done : 

s 

pour tout s < — . Comme s„_i — 2cr ri _ 1 = s n + cr n _i, les deux premieres 
inegalites donnent lieu a l'estimation 



n - k 2(fc+Z)+3 

(*) NLK) < = 27m»-Var 



r fc+z 

Par consequent, le theoreme sera demontre pourvu que i), ii) et iii) le 
so it. 

Pour n = k + I + 2, les inegalites i), ii) et iii) resultent de a), b) et 
c). Montrons que la validite ces inegalites au rang n entraine celle au 
rang (n + 1). En appliquant le lemme du 13.41 avec 

A n+ i := (e _u "(Id +u n )-ld)a n 
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et t — s = a n , on obtient une estimation plus precise que i). En effet, 
en utilisant b) et ii) jusqu'au rang n — 1, on a 



J2 i^i*" - L 



i=0 



Comme Taction de g est F-echelonnee, on obtient ainsi l'inegalite : 

A n+1Sn _ an < — N n K) 2 . 
En utilisant l'inegalite (*) au rang n, on trouve 

|* | < f d ^ m a n+l _ 2 2 o5 C 2(n-fc-J)-l 2(fc+I)+4 



qui est bien, par definition de to, une estimation plus precise que i). 
Pour montrer la deuxieme inegalite, nous aurons besoin du 

Lemme. Pour tout a G F et pour tout t -morphisme 1-borne 11 6 5 
verifiant la condition (E), on a l'inegalite : 

|( e -»-Id).a|.<£^Nfti), 
(r - s) 



pour tout s G]0,t[ te/ gite 



3N^) < 1 
r - s ~ 2' 



Demonstration. L"egalite 

e -« - H = y , 1 N , (-i) w+ v +i . 

^ n+l ! v ; 

n>0 v 7 

Comme Paction de est F-echelonnee, on en deduit l'estimation : 

1 Qn+l 

n>0 V n>0 V ' 

Comme 

3N^) < 1 
r — s ~ 

le membre de droite est fini et egal a 

C\a\ s x SNUu) 
1 ' x = 

1 — X T — S 

En utilisant l'inegalite 

<2, Vxe[0,i, 



(1-x) - ' 2 
on trouve bien la maj oration du lemme. □ 
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Appliquons ce lemme ku n ,a n avec t — s = a n . On obtient l'inegalite : 

6C 

|B n +l \ Sn -2a n — ~Ns n \ U n)\ a n\s n -<j n - 
Or, 



'n 



L'hypothese de recurrence iii) et l'estimation (*) au rang n entrainent 
l'inegalite : 

Id I < cy q4p ™-fc-'+l 2(fc+0+3 

Par definition de m, c'est un inegalite plus precise que ii) au rang 
(n + 1). Ces estimations des normes de A n+ i et de B n+ i entrainent en 
particulier, l'inegalite (*) au rang n + 1. 

Enfin, remarquons que a n+ i est donne par la formule 

«n+i = b n+ i — u n+ i ■ a n+ i 

et par suite 

2(fe+0+3 

l^v I <- n-fc-^+l "+1 i_ L. „ I 

l^n+l |s„+i-cr n+ i _i N(j) l^n+l "71+ 1 |s n +i-o- n+ i • 

Comme Taction de g est echelonnee, d'apres c) et iii) jusqu'au rang n, 
on a : 

71 

5^M Sn+1 < i, 

on en deduit 

C „, , , 3 3 Cm™- fc - i+1 ^+' +3 



„ I < ——N 1 f-)/ "1 <T "+ 2 _ q2p n-fe-i+l ^k+l+2 

Cn+1 °n+l 



Ce qui nous conduit egalement, par definition de m, a une estimation 
plus precise que iii). Le theoreme est demontre. 

§5 Deformations d'espaces vectoriels echelonnes 

5.1. Stabilite des fonctions de Morse. En theorie des singularites, 
on distingue les theoremes de formes normales et ceux de stabilite par 
deformations. Prenons le cas simple de l'anneau Oc«,o- Rappelons qu'un 
germe de fonction 

/:(C,0)— ►(C,0) 
est dit de Morse si l'origine est un point critique dont la partie qua- 
dratique est non degeneree. Pour n = 1, cela signifie simplement que 
la serie de Taylor de / est de la forme 

f(x) = ax 2 + . . . , a 7^ 0. 

On peut enoncer le lemme de Morse sous trois formes : 

i) toute germe de fonction proche d'une fonction de Morse / se 
ramene a / par un changement de variables ; 

ii) l'espace afflne / + est contenu dans l'orbite de / pour toute 
fonction de Morse / ; 
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iii) toute deformation d'une fonction de Morse est triviale. 

(Dans ce contexte, une deformation d'un germe / est un germe d'ap- 
plication de la forme 

F : (C k x C n , 0) — >• (C, 0), F(A = 0, •) = /.) 

Montrons que les deux premieres formes sont equivalentes et que la 
troisieme est plus forte. 

i) =>■ ii) est evident et l'equivalence provient du fait que tout germe 
de fonction proche d'une fonction de Morse possede un point critique 
de Morse dans un voisinage de l'origine. 

iii) ==>- ii) s'obtient en interpolant lineairement / + g et / : 

f e = (l-e)f + eg. 

Pour chaque e G [0, 1], le germe d'application 

(C 2 , 0) — ► (C, 0), (t, x )^(l-s-t)f + (t + e)g 

est un deformation triviale de f £ . Par consequent, tout e G [0, 1] admet 
un voisinage V e dans lequel f £ et f e > se ramene a f £ par un changement 
de variables, pour e' G V e . La propriete de Borel-Lebesgue pour l'inter- 
valle [0, 1] permet de deduire f\ de /o par un changement de variable. 
(Par cet astuce, on evite de montrer que les solutions des equations 
cohomologiques sont valables pour tout e G [0, 1].). 



5.2. Le theoreme de stabilite de Mather. Les germes de trans- 
formations biholomorphe de C n et C m agissent par composition sur 
l'espace des germes d'applications de C n dans C m : 

(C n ,0) — U. (C m ,0) 



(C",0) ( -^ / (C m ,0) 



On en deduit une action du groupe Aut (Oo*,o) x Aut (Oc m ,o) sur l'es- 
pace M™„ des germes d'applications holomorphes 

/ : (C n ,0) — )• (C m ,0) 

qui s'annulent en l'origine. 

On peut etendre ces considerations aux deformations des applica- 
tions. Nous notons Aut (Oc"+ fc /c fc ,o)> A; < ^, le groupe des automor- 
phisme de l'anneau C n+fc qui commutent a la projection sur les 
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/cpremieres variables : 

(C fc x C n ,0) {C k x C n ,0) . 

7T 7T 

(C fe ,0) (C fc ,0) 

Les derivations correspondantes seront notes Der (Oo+fe/c fc ,o)- L'action 
du groupe G entraine une action infinitesimale de 

g := Der (O c ™+*yc fe ,o) x Der (0 Cm+k/C k >0 ). 

Notons respectivement zi, . . . ,z n et Wi, . . . , w m les coordonnees dans 
C n et dans C m . L'action infinitesimale donnee par la formule 

n m n m 

i=l i=l 8=1 i=l 

Une deformation d'un germe / est dite triviale si elle est dans l'or- 
bite de / sous Taction du groupe Aut (0o+* /c*,o)- Un germe est dit 
stable si toutes ses deformations sont triviale. Par exemple, les germes 
de fonctions de Morse sont stables et pour m = 1 ce sont les seules 
fonctions stables ayant un point critique en l'origine. (Bien entendu, le 
theoreme des fonctions implicites montre que les germes dont la derivee 
est de rang maximal sont stables.) 

Theoreme 7 (|25j). Pour qu'un germe d 'application holomorphe f : 
(C n ,0) — > (C m ,0) soit stable, il faut et il suffit que Vorbite de f sous 
l'action de g soit egale a M^n i0 . 

Exemple 6. Dans [38], Whitney a demontre la stabilite la fronce : 

(C 2 , 0) — > (C 2 , 0), (z u z 2 ) ^ (y + Z2^i, 

Montrons que cela resulte du theoreme de Mather (ici m = n = 2). 
Tout element (a, b) G M 2 „ possede un element de la forme (a', 0) 
dans sa pj orbite. En effet 

(a, b) - bd z J = (a - bd Z2 f, 0). 

Tout germe de la forme (a, 0) possede un element de la forme (b(z 2 ) + 
c{z 2 )zi, 0) dans son orbite. Pour le voir ecrivons a sous la forme 

a = a (z 2 ) + ax{z 2 )z x + a 2 (z l} z 2 )z\. 

L'element (a, 0) — a 2 d Zl f est de la forme anoncee. Finalement 

(b(z 2 ) + c{z 2 )z u 0) - c(z 2 )d Z2 f = (b(z 2 ), c{z 2 )) = bd w J + cd w J. 

Done tout element de M^ 2 est contenu dans l'orbite de /, ce qui 
demontre l'affirmation. 
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5.3. Definition, exemple. Soit E un espace vectoriel S-echelonne. 
Nous dirons d'une paire (£,£) forme d'un espace vectoriel S-echelonne 
£ et d'une application lineaire t G £(£) que c'est une deformation de 
E si elle satisfait aux conditions suivantes : 

(Ei) L'application lineaire t G £(£) induit une suite exacte 

— > £ ^ £ — >E — ► 0. 

(E2) L'application lineaire t est un morphisme 0-borne qui verifie l'inegalite 
N°(t) < s 2 pour tout s G]0, S[. 

Dans les cas les plus simples, £ est une algebre commutative et l'ap- 
plication lineaire t est la multiplication par un des elements du centre 
de l'algebre. Nous noterons simplement tx l'image de x G £ par le 
morphisme t G <£(£) 

Voici un tel exemple. On note £ s l'espace des fonctions continues sur 
le polycylindre P s := D s x D s 2 et holomorphes dans son interieur. On 
munit £ s d'une structure d'espace de Banach en posant 

1/1, := sup \ f(z l7 z 2 )\. 

En prenant pour application t la multiplication par z%, 011 obtient une 
deformation d'ordre k de l'espace vectoriel echelonne £/t£. En effet, 

N° s {t) = sup \tf\ s < \z 2 \ s = s 2 
\fU<i 

et on a l'egalite lorsque / est identiquement egale a 1 done, dans ce 
cas, N°(t) = s 2 . 

5.4. Le groupe des isomorphismes. Soit (£,£) une deformation 
d'un espace vectoriel echelonne E 

— >£^£ — >E — ^0 (*). 

Un morphisme de £ est appele un isomorphisme s'il induit l'identite sur 
E et s'il est inversible. L'ensemble des isomorphismes forment le groupe 
des isomorphismes note Isom (£). D'apres le theoremeHl l'exponentielle 
donne lieu a une application 

S X (E) — ► Isom(£), u 1 — y e tu . 

L'exactitude de la suite (*) implique que tout element de Isom (£) 
s'ecrit de maniere unique sous la forme Id + tu, oil u est une applica- 
tion lineaire et Id G £(£) designe l'application identite. En effet, pour 
ip G Isom(£), x G £, la projection de if (a + tx) — ip sur E est nulle, 
l'exactitude de la suite (*) montre alors que ip(a + tx) — a est de la 
forme tu(x). 
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5.5. Les theoremes de stabilite. Dans le cadre des deformations 
d'espace vectoriel echelonnes, les theoremes de M-determination et de 
transversalite admettent des formulations simplifiees. 

Theoreme 8. Soit E un espace vectoriel echelonne, a G E, g un sous- 
espace vectoriel de S 1 (£), G un sous-groupe ferme de Isom(£) conte- 
nant exp(g) et agissant sur a + tE. Si 

i) V action de g est echelonnee en a; 

ii) V application p : g — > £, u i— > u ■ a possede un inverse borne; 
alors I'orbite de a sous Faction de G est egale a a + tE. 

Theoreme 9. Soit g un sous-espace vectoriel de 23 x (£), a 6 E, G un 
sous-groupe ferme de Isom (£) contenant exp(g) et agissant sur a + tE. 
Supposons que Faction de g soit 3 -echelonnee en a et qu'il existe pour 
un certain k > une application bornee 

j:^^03 fe (£/J,g) 

telle que j(a) soit un inverse de 

g — > E/3, u h-> u ■ (a + ta) 

alors tJ est une transversale a I'orbite de a sous Faction de G dans 
a + tE. 

Dans un cadre abstrait, les theoremes de stabilite sont done des cas 
particuliers des resultats de determination finie. 

§6 Structures echelonnees en geometrie analytique 

6.1. Rappels : fibres d'un faisceau. Soit 5F un faisceau en espaces 
vectoriels topologiques definit sur un espace topologique X. On appelle 

fibre du faisceau "5 en un compact K C X, note 3^, l'espace vectoriel 
topologique 

? K = hmr(U,5F) 

ou U parcourt l'ensemble des ouverts contenant K ordonne par l'inclu- 
sion. 

Un element de jFk est une section du faisceau J au voisinage de 
K, pour laquelle on oublie de preciser la taille du voisinage de K sur 
laquelle elle est definie. Prendre la limite directe revient done a identifier 
deux sections qui sont egales sur un ouvert contenant K : 

/ ~ 9 3U D K, /|u = g [v . 

Dans le cas oil K est reduit a un point, on retrouve la notion de germe 
en un point. Nous parlerons done de germes de fonctions holomorphes 
en un compact. C'est une notion classique (voir par exemple [10J). 

En munissant les espaces vectoriels r(U, 5F) de la topologie de la 
convergence compacte, on munit la limite directe d'une topologie. 
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Lorsque K admet une base de voisinage donnee par des compacts, 
l'espace topologique peut s'obtenir comme limite directe d'espaces 
de Banach de la fagon suivante. Notons V l'ensemble des voisinages 
compacts de K, ordonne par l'inclusion. Pour K 7 e V, on note Sx(K') 
l'espace vectoriel des fonctions continues sur K' qui sont holomorphes 
dans l'interieur de K'. C'est une espace de Banach pour la norme : 

a3 x (K')^M, /^sup|/(z)|. 

zSK' 

L'espace vectoriel est limite directe des !B X (K') : 

^ K = limS x (K'), K'eV. 

6.2. L'image d'une application lineaire de rang fini. Rappelons 
qu'une application lineaire continue entre espaces vectoriels topolo- 
giques u : E — > F est appelee stride si elle induit un isomorphisme 
d'espaces vectoriels topologiques entre E/Kerw et Imu [El E]- Si E est 
metrisable alors pour que u soit stricte, il suffit que u soit d'image 
fermee (theoreme de l'image ouverte). 

Le but de ce n° est de demontrer la 

Proposition 1. Soit K C C" un compact et M, N deux modules de 
type fini sur Vanneau 0o,k- Toute application Qcn )K -lineaire de M vers 
N est stricte. 

II suffit de demontrer la proposition pour M = p Cn K et N = 0^ K . 
Commengons par demontrer le 

Lemme. Soit A une algebre topologique. Si pour tout x G A l'image 
de la multiplication par x est stricte alors toute application A-lineaire 
A™ — > A p est egalement stricte. 

Demonstration. Soit u, v : E — > F deux morphismes stricts, je dis 
qu' alors 

i) (u, v) : E — )• F x F, x \-> (u(x),v(x)) est strict ; 

ii) u + v : E — > F, x u(x) + v(x) est strict. 

La restriction d'un morphisme strict a un sous-espace vectoriel ferme 
est a nouveau un morphisme strict. Done la restriction a diagonale A 
de l'application 

w:ExE — > F x F, (x,y) i-> (u(x),v(y)) 

est stricte. Ce qui demontre i). 

Considerons le morphisme strict 

s:FxF — > F, (x, y) \-t x +y. 

La composee de deux morphismes stricts est stricte done sow\& = u + v 
est strict. Ce qui demontre ii). 
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Comme toute application lineaire est une somme finie d'applications 
de rang 1, les affirmations i) et ii) entrainent immediatement le lemme. 



Si 3 est un faisceau analytique coherent sur un espace analytique X 
et si K est un compact de X alors l'espace vectoriel ne verifie pas 
la propriete de Baire. Cet espace vectoriel n'est done pas metrisable, a 
moins, bien sur, que X ne soit reduit a un point, auquel cas e'est un 
espace vectoriel de dimension finie. Cependant, Kothe a demontre un 
theoreme pour les espaces LF, qui implique que le theoreme de l'image 
ouverte reste valable pour ces espaces [21] . II nous reste done a montrer 
que la multiplication par a est d'image fermee, pour tout a G Oc«,k- 

Pour cela, considerons des suites de germes en K de fonctions holo- 
morphes (y k ), (xk) avec y k = ax k . II s'agit de prouver que si (y k ) est 
convergente alors (x k ) Test egalement. Pour cela, il suffit de demontrer 
que, pour chaque droite complexe L C C n , la restriction des x k a L 
definit une suite convergente. On est ainsi ramene au cas n = 1. Si 
la limite existe elle est unique, il suffit done de verifier la propriete 
localement. 

Si K ne contient pas de zero de a, alors la suite (x k ) s'ecrit sous la 
forme 



et comme (y k ) est convergente, (x k ) Test egalement. 

Supposons que a s'annule sur K. Comme les zeros d'une fonction 
holomorphe sont isoles et comme la propriete d'etre holomorphe est 
locale, on peut supposer que K = {0}. Posons a(z) = z d b{z) avec 
6(0) ^ 0, on a alors yk{z) = z d Wk(z) avec Wk(0) ^ 0. Ce qui montre 
que la suite (xk) s'ecrit sous la forme 



Je dis que la suite Wk est convergente. La suite (yk) etant convergente, 
il existe un disque ferme de rayon s centre en l'origine D s C C, tel que 



La suite (wk) est de Cauchy dans B C (D S ). Cet espace est complet, 
done (wk) et par suite (x^) convergent dans B C (D S ). Ceci acheve la 
demonstration de la proposition. (En fait nous avons montre que les 
modules sur un anneau de type Ox,k forment une categorie abelienne). 

Soit I C Oc n ,K un ideal engendre par fi, ■ ■ ■ , fk G Oc»,k- En appli- 
quant la proposition a l'application 



□ 



x k = ^, a(0) ^ 



x k = 6(0) ^ 0. 
o 



i) (y h ) C B C (D S ) ; 
ii) b(z) ^ 0, \fz e D 



k 




i=l 
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on obtient le 

Corollaire. Tout ideal de I'espace vectoriel topologique 0<c n ,K definit 
un sous-espace vectoriel ferme. 

6.3. Recouvrements echelonnes. Soit (K s ) C C n , s G [0, S] une fa- 
mille de compacts. Munissons C n de coordonnees (z±, . . . , z n ) et notons 
P le polycylindre 

P = {z G C n : \zi\ < 1, i= l,...,n}. 

Definition. La famille (K s ) est appelee un recouvrement echelonne si 
c'est une famille croissante telle que pour tout point z e K s le poly- 
disque z + aP est contenu dans le compact K s+a , pour tous s G [0, S[ 
eta G [0,S - s[. 

Nous allons construire des recouvrements echelonnes de la fagon sui- 
vante. Soit 

if; : C n D VI — )• [0,S],S G [0,+oo[ 

une fonction propre de classe C 1 definie sur un ouvert flcC" dont la 
derivee est bornee. Munissons C n de la norme max i=1 ... n | • | et soit || • || 
la norme d'operateur dans L(C n ,C). Soit M un majorant de la norme 
des derivees de ip : 

sup ||D^(z)|| < M 

Lemme. La famille de compacts K = (K s ) avec K s := j/) _1 ([0,Ms]) 
est un recouvrement echelonne. 

Demonstration. Soit z G K s , la formule de Taylor donne : 

,t=i 

+ a5) = if)(z) + ( / B^(z + toS)dt)aS, 5eP. 
Jt=o 

On a bien : 

ip(z + cr5) < ip(z + a5) + sup \\Thf>(z + t<r6)\\<r < Ms + Mcr, 

te[o,i] 

ce qui demontre le lemme. □ 

Si un recouvrement K = (K s ) peut-etre definit comme dans le lemme, 
et si de plus la fonction if) est pluri-sousharmonique, nous dirons que 
K est un recouvrement de Stein. 

6.4. La structure echelonnee B(X, K). Soit K = (K s ) un recouvre- 
ment echelonne dans C n . L'espace vectoriel topologique Oc™,k es t alors 
echelonne par les espaces de Banach Bx(K s ) : 



Ocm<o =lirnB x (K s ). 
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Supposons que K soit de Stein. Si X est un sous-espace analytique de 
C n contenant K, le theoreme A de Cartan montre que l'on peut choisir 
une presentation du module Ox,K ( vorr 01103) : 

Q 

Oc",K > Oc",K ► Ox,K > 

La proposition [T] du § precedent montre que l'image de l'application 
C est fermee. L'espace vectoriel Ox,k se v °h ainsi muni d'une structure 
d'espace vectoriel echelonne. Cet structure ne depend que du choix du 
recouvrement K et pas du choix de la presentation, car si 

c 

0<C™,Ko ► Oc",K > Ox,K ► 

designe une autre presentation alors ImCnB C n(K s ) = Im C / flB C n(K s ). 
Nous noterons B(X, K) l'espace vectoriel topologique Ox,k muni de 
cette structure echelonnee. 

(Afin d'eviter toute confusion avec l'etude des voisinages priviliegies, 
on prendra soin de remarquer que le sous-espace vectoriel Im CnBc« (K s ) 
n'est pas toujours egal a l'image par C de Bc(K s ) |5| [TT].) 

On definit de meme les echelonnements des fibres en un compact pour 
un faisceau analytique coherent £F sur X : on choisit une presentation 
de S'kq : 

et on prend sur U la structure echelonnee induite de B(X, K). 

Un resultat du a Grothendieck montre que toute suite de Cauchy 
dans Ox,k est en fait contenue dans un des 2$ X (K S ) (voir [16], Chapitre 
3, Partie 1, Theoreme 1 ou Partie 3, Proposition 5). Par consequent, en 
geometrie analytique, les ensembles fermes que au sens des espaces vec- 
toriels echelonnes (Chapitre I, ll.3p coincident avec ceux de la topologie 
forte. 

6.5. La structure echelonnee H(X, K). Soit X, K comme precedemment. 
Notons U s l'interieur de K s . Les espaces de Hilbert 

H C "(U S ) :=|jL 2 (U s ,C)nr(U s ,Ocn). 

s 

munissent l'espace vectoriel Oc",k d'un echelonnement 

Oc",K = limH C n(U s ), 
que nous noterons H(X, K). 

Comme toute fonction continue sur un compact est integrable, l'iden- 
tite donne un morphisme 0-borne 

J : B(X,K) — > H(X,K) 

Proposition 2. L'inverse de ^application J est un morphisme 1- 
borne. 
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Pour z G U s et a fixes, on pose 

f(z + a8) = ^%(7 3 ', dj G C n . 

i>o 

Comme le recouvrement K est echelonnee, on a 
car z + crP C K s+(T . On en deduit l'inegalite : 



I/WI<^VI 



s+cr- 



Ce qui demontre la proposition. 

6.6. Inegalites de Cauchy. Soit K un recouvrement echelonne de 
Stein dans une variete analytique X. 

Proposition 3. Tout operateur lineaire aux derivees partielles d'ordre 
k definit une application k-bornee de B(X, K). 

D'une part, la propriete d'etre borne est conservee par passage au 
quotient, et d'autre part, tout operateur lineaire aux derivees partielles 
d'ordre k est obtenu par composition et addition d'operateurs d'ordre 1. 
II suffit done de demontrer la proposition pour X = C n , k — 1. 

Dans ce cas, je dis qu'on a les inegalites 

\d z J\s < -\f\ s +a, i = l,...,n 
o 

Reprenons les notations du 16.41 Soit / G Bc«(K s+0 -) et z G K s . Apres 
une integration par partie, la formule de Cauchy donne 

d zJ{z) = / — ry^n 7- r^i . . . d£ n , Z = (z X , ■ ■ ■ , Z n ) 

Jd(z+aP) {Si ~ Z i) llj=llSt _ Z i) 

En prenant des coordonnees polaires £j = Zi + ae"^- 6 ' , on obtient : 

\3 z J{z)\<- sup \f(w)\. 

Comme K est echelonne, on a l'inclusion : 

z + aP C K s+a , z G K s 

done 

- SUp \f(w)\ < -\f\ s +a- 
<y w£z+aP 0~ 

Ceci acheve la demonstration de la proposition. 
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6.7. Cas reel. Supposons la variete X munie d'une involution anti- 
holomorphe 

r : X — >X 

et soit Xr le lieu des points fixes de cette involution. Nous dirons qu'une 
fonction analytique est reelle si 

f{rz)=J(zj, Wz. 

En particulier, le domaine d'holomorphie de / doit etre invariant par 
r. On note Jlx le faisceau des fonctions analytiques reelles sur X. 

Soit K un compact contenu dans Xr. L'algebre 3^x,k est un sous- 
espace vectoriel topologique ferme de Ox,k- Elle herite par consequent 
des structure echelonnees de Ox,k- 

La partie reelle d'une sous-variete X C C de Stein definie par des 
fonctions analytiques 

gx,...,g n :X — ► C, 

admet des recouvrements echelonnes de Stein. II suflit, en effet, de 
poserQ : 

n n 

= ^2\9i\ + ^2\z ~r(z)\ 

i=l i=l 

et de considerer un recouvrement associe a ip comme dans 16.31 Ces 
recouvrements K sont invariants par l'involution r. 

6.8. Produits de Hadamard. Soit A une algebre sur un corps k et 
M un A-module fibre. Supposons que M et A soient munis de topologies 
compatibles avec les structures d'algebre et de module. Soit (ei),i G I 
une famille fibre de M telle que l'adherence du module engendre par 
les ti soit M tout entier. 

Definition. Le produit de Hadamard de deux elements f := Yli£i a i e i> 
g := Y2i<=ibi e i M, par rapport a la base Ci, est defini par la serie 

iei 

Considerons a present le cas A = k = C et I = Z n . Soit une variete 
X C C n et K = (K s ) un recouvrement echelonne dans X. Nous dirons 
que les (ej) torment une base orthogonale de H(X, K) si les sont 
orthogonaux l'espace de Hilbert H(X, K) s et s'ils engendrent un sous- 
espace vectoriel dense, pour tout s. 

Proposition 4. Soit (ej), % G Z n ; une base orthogonale de H(X, K) 
et A G C n un vecteur (C,r)-diophantien. Supposons qu'il existe une 



1. Cette fonction m'a ete suggeree par P. Dingoyan. 
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application k-bornee telle que Le^ = a:^ avec \c(i) T \ < on alors le 
produit de Hadamard par la fonction 

«ez™\{o} v ' y 

est une application k-bornee. 

Demonstration. Comme la base (e,) est orthogonale, on a : 

\f*g\l< E \ a i b i\\ e i\ 2 s + \ a O b o\\ e o\ 2 si 

ieZ"\{o} 

/ = X) a » e i> g = ^biti. Comme A est diophantien, il vient : 

\f*9\ 2 s <C 2 KO r |« l |) 2 |e^ + |ao6o||eo|^<C 2 |L/|2 + |6 | 2 | / |^ 

iez n \{o} 

□ 

Comme l'identite induit un morphisme 1-borne : 

I : H(X,K) — > B(X,K), 

la proposition reste valable pour les echelonnements de B(X, K), a 
condition de remplacer k par k + 1 dans la conclusion. 

Voici deux exemples qui nous serons utile par la suite. 

Exemple 7. Supposons que K soit un recouvrement echelonne de l'ori- 
gine dans C n munit de coordonnees z±, . . . , z n . L'operateur aux derivees 
partielles 

L:=id + ( Zl d zi y + ■ ■ ■ + ( Zn d Zn y 

est d'ordre r et K est un recouvrement echelonnee done L est un 
operateur (r + l)-borne de H(X,K). Si le vecteur A = (Ai,...,A n ) 
est (C, r)-diophantien alors le produit de Hadamard par la fonction 

1 



CM) 

definit egalement un operateur (r + l)-borne . 
Exemple 8. Considerons le tore complexe 

(C*) n = {(z 1 ,...,z n ): Vi, Zi ^0}. 
Ce tore est muni de l'involution anti-holomorphe 
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Sa partie reelle est un tore reel T de dimension n. Soit K un recouvre- 
ment echelonne de T. Comme dans l'exemple precedent, la proposition 
implique que le produit de Hadamard par la fonction 

S '- Z ^ E (A^ 

est borne pourvu que le vecteur A = (Aj.,...,A n ) soit diophantien. 
Cette operation est un inverse a droite de la derivation 

n 

0(c*)«,t — > 0(c*)",t, / XjZjd Zj f. 

3=1 

Rappelons quelques points de terminologie. Le vecteur A = (Ai, . . . , A„ 
definit un point de l'espace projectif P" _1 appele frequence du champ 
de vecteurs YTj=i ^j z j^z r Le flot definit par ce champ de vecteurs sur 
le tore est appele quasi-periodique et lorsque la frequence est diophan- 
tienne, on dit que le tore est diophantien. 

On peut adapter, sans difficulte, les considerations de ce n° aux cas 
oil la fonction g de la proposition @] depend de parametres. 



§7 Applications 

7.1. Retour sur Poincare et Siegel. Revenons aux orbites de Tac- 
tion adjointe du groupe des automorphismes de 0c«,o sur l'algebre de 
Lie g des derivations de cet anneau. L'action infmitesimale en v G g 
est donnee par 

w i — y [v, to]. 

II s'agit de demontrer que sous les hypotheses de Siegel, cette applica- 
tion admet un inverse borne. Supposons que v soit de la forme 

n 

Ecrivons w sous la forme 

n 

W = ^ a ij zld z t , 3 = (ji, • • • ,j n ). 
j& n ,i=l 

Un calcul direct montre que le crochet est donne par : 

n 

jeN n ,i=l 

L'inverse de Taction infinitesimale est donne par 

n n 

j : Y hjZ J d Zi ^ Y (0'» A ) ~ \Y\jZ 3 d Zi . 

jeN n ,i=l jeN n ,i=l 
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Fixons une structure echelonnee H(C n , K) ou K est un recouvrement 
echelonne de l'origine. Lorsque n'est pas contenu dans l'enveloppe 
convexe des Aj et si ceux-ci sont lineairement independants sur Q alors 
les quantites ((J, A) — Aj) -1 restent bornees (voir egalement [2]). 
L 'application j est done 0-bornee pour H(X, K). Les considerations du 
n° precedent montrent que lorsque A est (C, r)-diophantien, e'est une 
application (nr + l)-bornee. Par consequent, les theoremes de Poincare 
et de Siegel sont des consequences du theoreme de M-determination. 

7.2. Tores invariants. Les tores invariants diophantiens d'un systeme 
hamiltonien integrable sont stables par perturbation de l'hamiltonien, 
pourvu que l'hamiltonien soit isochroniquement non-degenere. C'est 
essentiellement le contenu du theoreme KAM. Nous allons examiner 
une variante de ce result at. 

Le fibre cotangent au tore 



des coordonnees pour lesquelles la forme symplectique est donnee par 



Si on pose z% = e'^~^^ <Pi , elle admet la forme familiere : 

dcp 1 A d£i + d(p 2 Ad£ 2 -\ h dcp n A d^ n 

Nous utiliserons abusivement la meme notation T pour le tore reel de 
(C*) n et pour le produit de ce tore par {0} C C. Nous designerons 
par X le produit du fibre cotangent au tore complexe avec la droite 
C = {t} et par I l'ideal engendre par les £j aussi bien dans Ox,t que 
dans 0(c*)™,t- 

La forme symplectique induit une structure de Poisson C{t}-lineaire 
sur l'algebre Ox,t- 

Munissons Ox,t d'une structure echelonnee de type H(X, T) et no- 
tons £ l'union des espaces orthogonaux au C-espace vector iel de di- 
mension n engendre par £i, . . . , £ n . L'image par l'application 



(C*) n = {(z 1 ,...,z n ): Vi,Zi^0}. 



est trivialisable. Nous notons 






d'un element de £ est egale a une constante modulo I 2 
Proposition 1. Soit f e Ox,t une fonction de la forme 



it 



f = J2 X & ( modl2 )> AiGC{t} 



i=l 
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Si la frequence (Ai : . . . : A n ) G P" _1 est independante de t et si elle est 
diophantienne alors Vespace vectoriel tJ avec 

est une transversale d V action du groupe des isomorphismes de Poisson 
dans f + t£. 

Pour demontrer la proposition, considerons Faction infinitesimale 
O x ,t ^ Ox,t, h ^ {h, /} 

et identifions Ox.t a la sous-algebre des derivations hamiltoniennes 
exactes par l'application 

Xi t — ► Der 0xT (O x , T ), h ^ {h, •}. 

On construit un inverse j(a) bornee de Taction infinitesimale 

p{a) : Ox,t — )• £/I 2 ^^{9,/ + a},aGl 2 

en cherchant d'abord un inverse modulo I puis en ajoutant une cor- 
rection arm d'obtenir l'inverse modulo I 2 . Pour cela, commengons par 
remarquer que la base £i,..-,£n permet de scinder la suite exacte 
d'algebres 

— > I/I 2 — ► O x ,t/I 2 — > Ox,t/I — ► 0. 
On obtient ainsi un isomorphisme d'algebres 

Ox,t/I 2 ~Ox,t/I©I/I 2 . 
Soit, a present, g la fonction definie par : 

9= £ (XT' 

ieZ"\{o} v ' ' 



Les resultats du 16.81 montrent que le produit de Hadamard par g est 
borne et definit un inverse de Faction infintesimale modulo I. On definit 
l'inverse j(a) de p(a) par la formule : 

Ox,t/I © (£ fl I)/(£ fl I 2 ) : (m,n) h-> (m*g, n*g - {m*g, a} * g). 

L'application j est bornee, les conditions du theoreme de transversalite 
sont done satisfaites. La proposition est demontree. 

On a une proposition analogue dans un cadre analytique reel. Avant 
d'appliquer la proposition a un cas concret, rappelons la procedure de 
moyennisation : a chaque fonction H, on peut associer la fonction 

H i 1 ^ H [ n dzi ^dz 2 f\ - ■■ /\dz n 



— 1/ JT Z\ . . . z n 

qui ne depend que des variables £i, . . . , £ n : 

n n 

i=i i,j=i 
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La condition de non-degenerescence isochronique est : det(Lojj) 7^ 0. 
Si cette condition est satisfaite, on peut trouver un germe de courbe 

a :(C,0) —►(€",()), *-►(&(*),...,&(*)) 

lisse au dessus duquel H definit un not quasi-periodique de frequence 
constante egale a A. A l'aide de cette courbe, on construit une famille 
a un parametre de translations 

qui ramene H a un element de la forme f + tE modulo I 2 , avec / comme 
dans la proposition. La proposition montre que / + t~R est conjugue a 
/ par une isomorphisme de Poisson. II existe done une courbe lisse 
dans C n au-dessus de laquelle le not de H est conjugue a celui de H 
au-dessus de a. Lorsque H et R sont reels, la partie reelle de cette 
deformation definit une famille a un parametre de tores invariants du 
systeme hamiltonien de frequence A. C'est une variante du theoreme 
de Kolmogorov [20J. 

Voyons a present la situation ou H est degeneree, ce qui nous per- 
mettra de mieux comprendre les notions mises en jeu dans la conjecture 
de Herman. L'application 

F : (C", 0) — ► P"- 1 , £ H- [%H : %H : . . . : %H ] 

n'etant plus lisse, la fibre au-dessus de F(0) est une sous- variete com- 
plexe singuliere de dimension au moins 1. Dans le cas reel, la fonction 
H admet une famille de tores invariants parametres par la partie reelle 
de cette variete. Dans le pire des cas, cette variete peut-etre reduite a 
un point (par exemple si son ideal contient la fonction £ 2 +£f + ' ' 

7.3. Version singuliere de KAM. Considerons le systeme hamilto- 
nien definit par le germe de fonction 

n 

H : (C 2 ",0) — ► (C,0), (q,p) ^ ^ \q lPi 

i=i 

dans C 2n muni de la forme symplectique standard. Les varietes stables 
et instables sont deux plans lagrangiens. Notons I l'ideal engendre par 
les qiPi, i = l,...,n. Le theoreme de transversalite donne lieu au 
resultat suivant (l'application du theoreme general particu- 
lier est quasiment identique a celle de la proposition du n° precedent). 

Proposition 2. Si le vecteur A = (Ai, . . . , A n ) est diophantien alors 
pour toute fonction de la forme 

H + R, R G M£2n Q 

il existe un automorphisme symplectique (f G Aut (Oo^o) tel que 

(p(R + R) = H (modi 2 ). 
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En particulier le not de H est linearisable par un symplectomor- 
phisme, sur une variete lagrangienne complexe symplectomorphe a la 
variete d'ideal I. 

7.4. L'etat fondamental au voisinage d'un point critique. Pas- 
sons a present a une version quantique du resultat precedent. Pour cela, 
rappelons que l'algebre de Heisenberg "K est la C[[ft]]-algebre des series 
formelles sur 2n-generateurs verifiant les relations 

[qi,Pj] = Mij. 
Tout element de / G "K s'ecrit sous la forme 

/ = J2 a i^y^\ ?V := Q1Q2 • • • CPiPI 2 ■■■Pn 
i,j,k>0 

avec i — (ii, . . . ,i n ), j — (ji, ■ ■ ■ ,j n )- On appelle transformee de Borel 
de /, la serie formelle dans les variables commutatives x, y 

h k 

i,j,k>0 

Nous noterons Ji la sous-algebre formee des series dont la transformee 
de Borel est analytique \-V2 (voir egalement [13]). On note l'image 
reciproque de l'ideal maximal par B. 

On pose 0~C{t} := JC®cC{t} oil <g> designe le produit tensoriel topo- 
logique (il n'y pas lieu de preciser lequel car C{t} est nucleaire) pTj . 

Proposition 3. Si le vecteur A = (Ai, . . . , A n ) est diophantien alors 
pour tout element de la forme 

H + tR, R G M^cCjt} 

il existe un automorphisme de IK{t} tel que 

<^(H + tR) = H (modi 2 ). 

En particulier la serie perturbative du spectre de l'etat fondamental 
est Borel-analytique (voir [13] pour plus de details). 
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